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Översikt

� Likformig fördelning

� Normalfördelning

� Poissonfördelning

� Student-t
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Kontinuerliga slumpvariabler och täthetsfunktionen

� Kontinuerlig slumpvariabel antar alla värden, men
P(X = x) = 0 för alla x ! 🤯

� Täthetsfunktion: f (x).
� Positiv f (x) > 0 för alla x .
� Täthetsfunktion ger inte sannolikheter. OK om f (x) > 1.
� Täthetsfunktionen används för att beräkna sannolikheter:

P(a ≤ X ≤ b) = arean under f (x) mellan a och b

� SDAIII: räkna arean under funktion med integration.
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Likformig fördelning

� Varje värde är lika sannolikt.

� Kan definieras för både kontinueliga och diskreta
slumpvariabler.
I Kontinueliga: Vid vilken tidpunkt anländer min buss?
I Vilket nummer vinner på lotto?

� X ∼ U(a, b), läses som: X är likformigt fördelad inom
intervallet a till b.

� Täthetsfunktion: f (x) = 1
b−a för alla a ≤ x ≤ b. Alla värden

har samma sannolikhetstäthet!

� Väntevärde och varians: E(X) = a+b
2 och Var(X) = (b−a)2

12
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Likformig fördelning, exempel

� Jag sitter på mitt kontor med en studsboll som jag kastar så
hårt jag kan i väggen. Bollen hamnar någonstans mellan
längst till vänster och längst till höger med samma
sannolikhet, och kontoret är 4 meter långt.

� Bollens slutposition kan antas likformigt fördelad mellan 0
(längst till vänster) och 4 (längst till höger).

� Hur långt från den vänstra väggen kommer bollen i
genomsnitt att hamna och med vilken varians?
I E(X) = b−a

2 = 4−0
2 = 2 meter från väggen, med varians

V (X) = (b−a)2
12 = (4−0)2

12 = 16
12 = 4

3 meter.

� Slh att bollen hamnar som mest 1 meter från vänster vägg?
(CDF) P(X ≤ 1) = 1−a

b−a = 1
4 . Visa bild på tavlan!
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Likformig fördelning
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Normalfördelning

� X ∼ N(µ, σ)

E(X) = µ

SD(X) = σ

� 68-95-99.7% regeln
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Normalfördelning - standardisering

� Standardisering

X ∼ N(µ, σ) ⇒ Z =
X − µ

σ
∼ N(0, 1)

� Sannolikhet via standardisering för X ∼ N(2, 3)

P(X ≤ 5) = P(X − 2 ≤ 5− 2) = P
(

X − 2

3
≤ 5− 2

3

)
= P(Z ≤ 1)
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Normalfördelning - Z-tabell
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Normalfördelning - symmetri

� Negativa z-värden finns inte i Z-tabellen.

� Vi utnyttjar normalfördelningens symmetri för negativa z

P(Z ≤ −2) = 1− P(Z ≤ 2)
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Normalfördelning - intervall via standardisering
� Sannolikhet via standardisering för X ∼ N(2, 3)

P(0 ≤ X ≤ 5) = P
(
0− 2

3
≤ X − 2

3
≤ 5− 2

3

)
= P(−0.667 ≤ Z ≤ 1)

= P(Z ≤ 1)− P(Z ≤ −0.667)

och pga symmetri
P(Z ≤ −0.667) = 1− P(Z ≤ 0.667)
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Normalfördelningen - interaktivt
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https://statisticssu.github.io/SDA1/observable/normalfordelningen.html


Normalfördelning - egenskaper

Linjärkombination av normalfördelad slumpvariabel.

Om X ∼ N(µ, σ) och Y = c + aX så gäller

Y ∼ N(c + aµ, |a|σ)

Summa av oberoende normalfördelade slumpvariabler.

Om X ∼ N(µX , σX ) och Y ∼ N(µY , σY ) är oberoende
slumpvariabler så är även summan normalfördelad:

X + Y ∼ N(µX + µY ,
√
σ2

X + σ2
Y )

� Fördelningarna för linjärkombination och summa är normal!

� Summan är fortfarande normal om X och Y är beroende.
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Poissonfördelning

� Poissonfördelningen är en fördelning för räknedata (antal):
I antal buggar i en mjukvara
I antal budgivare i en eBay auktion
I antal besök till läkaren

� Om X ∼ Pois(λ) så

P(X = x) = e−λλx

x ! , för x = 0, 1, 2, ...

� e ≈ 2.71 är Eulers tal.

� Poisson har samma väntevärde och varians:

E(X) = λ

Var(X) = λ
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Poissonfördelning - interaktivt
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Poissonfördelning för antal bud på eBay
sda123sda123 ebaycoinsebaycoins

� Data från 1000 eBay-auktioner av samlarmynt.
� nBids är antalet budgivare i en given auktion.
� Olika värdefulla och olika reservationspris (lägsta pris).
� Fokus här på de 550 observationer med lägst reservationspris.

� Modell för nBids: X1, . . . ,Xn
ober∼ Pois(λ).

Wegmann, B. och Villani, M. (2011). Bayesian Inference in Structural Second-Price Common Value
Auctions, Journal of Business and Economic Statistics
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http://doi.org/10.1198/jbes.2011.08289


Punktskattning av modellparametrar

� Modell för nBids: X1, . . . ,Xn
ober∼ Pois(λ).

� Hur väljer vi parametern λ? Punktskattning. Estimat. λ̂.

� Momentmetoden: Eftersom λ = E(X) så är λ̂ = x̄ rimligt.

� Maximum likelihood: välj det λ som maximerar
sannolikheten för datamaterialet. 😍

� Maximum likelihood-metoden funkar för alla modeller. 😎
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Maximum likelihood för Poisson - interaktivt
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https://statisticssu.github.io/SDA1/observable/ml_poisson.html


Student-t fördelning (standard)

� X ∼ tν(0, 1) är en student-t fördelning med ν frihetsgrader.

� Kontinuerliga symmetriska variabler över (−∞,∞).

� Student-t har mer sannolikhet på extrema utfall.

� Student-t fördelning alltmer lik normalfördelning när ν ökar.
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Varför student-t är viktig för inferens

� X1,X2, . . . ,Xn är oberoende data från N(µ, σ).

� Stickprovmedelvärdet

X̄ =

∑n
i=1 Xi
n

� Inferens: fördelningen för det standardiserade medelvärdet

X̄ − µ

SD(X̄)

� Om variansen i populationen σ2 är känd så är det
standardiserade medelvärdet normalfördelat.

� Om variansen i populationen σ2 är okänd, och måste skattas
med s2, så är det standardiserade medelvärdet student-t
fördelad med ν = n − 1 frihetsgrader.
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Student-t som modell för aktieavkastning
sda123sda123 ericssonericsson

� Student-t fördelningen kommer visa sig viktig för inferens för
väntevärdet µ i en normalpopulation. F17.

� Student-t är en bra modell för data med extremvärden.
� Daglig avkastning Ericsson B aktie under hela år 2022.
� Finansiella data har ofta extremvärden. Tunga svansar.
� Maximum likelihood: µ = 0.094, φ = 1.279 och ν = 2.706.

Statistik och Dataanalys I ST1101 21/23



Allmän Student-t fördelning för datamodellering
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https://statisticssu.github.io/SDA1/observable/studentt_allman.html
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